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Annotatsiya: Ushbu magqolada to‘lgin tenglamasi uchun qo'yilgan Dirixle
masalasining korrektivlik shartlari tahlil qilinib, ularning buzilishi oqibatida masalaning
nokorrekt holatga o‘tishi o‘rganilgan. Tadgqiqot davomida yechimning mavjudligi,
yagonaligi va barqarorligi masalalari korib chiqilgan hamda energiya usuli yordamida
yagonalik isbotlangan. Natijalar matematik modellashtirish va raqamli hisoblashlarda
yechimning turg‘unligini ta’minlash nuqtai nazaridan muhim ahamiyatga egaligi
xususida so‘z boradi.

Kalit so‘zlar: korrekt, matematik modellashtirish, ragamli hisoblash, to‘lgin
tenglamasi, divergens, nokorrekt, xos son, xos funksiya.

Annotation: This scientific work analyzes the well-posedness conditions for the
Dirichlet problem formulated for the wave equation and examines how the violation of
these conditions leads to the problem becoming ill-posed. The study addresses the issues
of existence, uniqueness, and stability of the solution, and proves uniqueness using the
energy method. The results are of significant importance for ensuring the stability of
solutions in mathematical modeling and numerical computations.

Keywords: well-posed, mathematical modeling, numerical computation, wave
equation, divergence, ill-posed, eigenvalue, eigenfunction.

AHHOTanuA: B OaHHOU Hay4yHoU pabome npoaHAAU3UpPOB8AaHbl YCA08US
KoppekmHocmu 045 3adavu /Jlupuxae, nocmae/ieHHOU O0/51 Ypas8HeHUsl B0/IHbl, U
uccsaed08aHbl NOC/edCcmeUst HapyweHusl 3mux yca08ull, npugodsiwjue K nepexody 3adaqu
8 HEKOppeKmHyKw nocmaHosky. B xode uccaedosaHusi paccmompeHbl 80npochl
cywecmeosaHusi, eQUHCMB8EHHOCMU U ycmoliYu8ocmu pewleHus, a makdxce Jdoka3aHa
eJUHCMBEHHOCMb C UCN0/b308aHUeM Memoda 3Hepauu. IlosyueHHble pe3ybmambl
umeom 8axCHoe 3HaveHue 0151 obechevyeHusr ycmolvueocmu peweHull 8 3adavax
Mmamemamu4eckozo Mo0eaupo8aHusl U YUCAeHHbIX 8bIYUCAECHULL

Kio4yeBsbie cJIoBa: KOppeKmHas NocCmMaHoskKa, mamemamu4eckoe
M00eAUpoBaHUE, YUCAEHHbIE BblYUC/AEHUS, B60/H080€ YPABHEHUE, pacxodumocmsy,
HEKOppeKMHasi NOCMAaHo8Ka, CO6CMEeHHoe 3HayeHue, CO6CMBeHHas1 PYHKYUS.

KIRISH

Tolgin tenglamasi matematik fizikaning asosiy tenglamalaridan biri bo‘lib, u
turli fizikaviy jarayonlarni modellashtirishda keng qo‘llaniladi. Ushbu ishda aynan
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to‘lqin tenglamasi uchun qo‘yilgan Dirixle masalasining korrektiv shartlari va ularning
buzilishi oqgibatlari o‘rganiladi. Masalaning nokorrekt holga o‘tishi yechimning mavjud
emasligi, yagonalikning yo‘qligi yoki barqarorlikning buzilishiga olib kelishi mumkin.
Aynigsa, chegaraviy shartlarning to‘liq bajarilishi, xususan Dirixle sharti, masalaning
korrektivligi uchun muhim omil hisoblanadi. Shu nuqtai nazardan, ushbu tadqiqot
to‘lqin jarayonlarini tahlil qilishda muhim nazariy va amaliy ahamiyatga ega.

Aytaylik, D={0<x<7,0<t<ax} (X,t) tekisligida berilgan soha, bu yerda «
- doimiy musbat son U(X,t) €(D) funksiyani to‘lgin tenglamasi uchun Dirixle

masalasining yechimi deb ataymiz, agar quyidagi shartlar bajarilsa:

U,-au, =0 (1)
U(X,0) =@(x),U,(X,T)=w(x),0<x<T (2)
u@,t)=U(l,t)=0,0<t<I (3)

bu yerda ¢(X), w(X) uzluksiz funksiyalar. (1)-(3) masala yechimining {@,y,a}
boshlang‘ich berilganlarga uzluksiz bog'ligligi yo‘q. U (X,t) funksiya topilsin.

Yechimni quyidagi ko‘rinishda izlaymiz:

U (x,t) = X(X)T (t)

(4) ni (1) tenglamaga qo‘yamiz:

X(X)T (t)=a’X (X)T(t)

T(@M) _X(x)_
afT(t) X(x)
Bu bizga ikkita oddiy differensial tenglama beradi.

(4)

1. Fazoviy qism:

X (X)+AX(x)=0 5)
2. Vaqt qismi:

T (t)+Aa°T(t)=0 6)

Fazoviy tenglama uchun xos qiymatlar masalasini yechamiz.
a) A <0 holatida:

X (x) = Ae'* + Be' ™

Chegaraviy shartlarni qo'llasak:

X(0)=A+B=0

X ()= Ae"™ +Be V™ =0

Bu fagat A= B =0 da bajariladi. Bu biz uchun ahamiyatsiz yechim.

b) A =0 holatida:
X(X)=Ax+B

Chegaraviy shartlarni qo‘llasak:

X(0)=B=0
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X(1)=Al=0->A=0
Bu yechim ham biz uchun kerak emas.
) A >0 holatida:

X (X) = Acos(v Ax) + Bsin(v/Ax)
Yana chegaraviy shartlarni qo‘llasak:
X(0)=A=0

X (1) =Bsin(x/4l) =0
Rtivial bo‘lmagan yechim uchun:

sin(v A1) =0 > Al =7k, k =1,2,3,...

k 2
3 = (ﬂ_J
I
Xos sonni topib oldik. Endi esa Xos funksiyani topamiz.

X, (X) = sm[ Ikxj k=12,3,..

Har bir A, uchun vaqt tenglamasini tuzamiz. A, ni olib borib (6) formulaga

go‘yamiz.

T, (1) + (a’l’ kj T, (t) =0 (7)

Har bir 4, uchun vaqt tenglamasini tuzganimizdan so'ng umumiy tenglamasini
ham tuzib olamiz, ya’ni (7) tenglikni (4) tenglikka olib borib qo‘yamiz:

T () =4 cos\/Zat +b, sin \/Zat,
U(x,t)=i[ak cos\/Zakusin\/Zat]\Esin\/Zx,keN (8)

Umumiy tenglamani tuzib olganimizdan keyin uni boshlang‘ich shartlarga
qo‘yamiz. a, va b, larni topib olamiz.

U, (x,t) :i[—akﬁasin \/Zat+bk\/2acos\/2at]\/|§sin \/Zx,k eN
U,(x,T)= i[—ak\/Zasin \/ZaT +b, \/Zacos\/ZaT ]\/Tasin \/Zx =y (x),keN

\fj.(p(x)sm\/_xdx — p(X)= Z\/7¢ks|n\/_xdx
Z[ —a, *0+b, *1\/_a\/73|n\/_x Z (kaIn\/_X
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?, | =1 . kzx
b, = =—), X sin—— 9
k ,_ﬂka ark @(X) = ;k | 9)
U(x,t)=>) sin kTatsin kX (10)

- I
k=L
b, ni topib oldik. Endi a, ni b, orqali topib olamiz.

i[akcos\/_aT+b sm\/_aT]\/_a\fsm\/_x Z l//kSIn\/_X

k=1

L e LG -

a, va b, larni topib oldik. Endi (9) va (11) tengliklarni olib borib U(X,t)

funksiyaga qo‘yamiz.

U(x,t)_il (cos\/WLaT_ o tg(aT](as.n(aH

k=1

[ (anacosfat]\/lzsinﬁx

Yuqoridagi U (X,t) funksiyani soddalashtirib qo‘yamiz.
< 2 .

U, (x,t)= Zwk\/;5|n\/2x —>U((xt)=
k=1

1
Bu qator yaqginlashmaydi, chunki K gatori uzoqlashuvchi.

21 k7zat ) k7rX
Z—sm .
wa k=1 k I

Yuqoridagi masalani endi yagonalik shartiga tekshiramiz.

Teorema: Berilgan boshlang'ich va chegaraviy shartlar uchun to'lgin
tenglamasining Dirixle masalasi yagona yechimga ega.

Isbot: Faraz gilaylik, U, va U, ikkita yechim bo‘lsin.U =U, —U, ayirma uchun
U, — ¢’:12UXX =0 funksiya,

U (0,t) =U(1,t) =0 chegaraviy va

U, (x,0) =0,U (x,0) =0 boshlang’ich shartlar berilgan bo‘sin.

Energiya usuli orqali energiya funksionalini aniglaymiz:
|

E(t) = j(u 2 +a’l?,)
0

Energiyaning o‘zgarishini hisoblaymiz:

dE (0
E:I U U +a2UXUXt dx:azla(UtUx)dX:aZ[UtUx]Vo:
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Demak, E(t)=const=E(0)=0, E(t)=0=U,=0 va U,=0=U =const
ekanligi kelib chiqadi. Yuqoridagi masalaning yagona yechimi mavjud. Ammo bu
masala turg‘unlik shartini bajarmaydi.

Xulosa

Ushbu ishda to‘lqin tenglamasi uchun Dirixle masalasining korrektivlik shartlari
tahlil qilindi va bu shartlarning buzilishi natijasida masalaning nokorrekt holatga
o‘tishi ko‘rsatildi. Tadqiqot natijalariga ko‘ra, boshlang‘ich va chegaraviy shartlarning
to‘liq bajarilishi yechimning mavjudligi, yagonaligi va barqarorligini ta'minlaydi.
Dirixle shartining buzilishi esa yechim sezuvchanligini oshirib, amaliy hisoblarda
jiddiy xatolarga olib kelishi mumkin. Shuningdek, energiya usuli yordamida
masalaning yagonaligi isbotlandi. Bu natijalar matematik modellashtirish va ragamli
hisoblashlarda muhim ahamiyat kasb etadi. Ushbu maqola “Nokorrekt va teskari
masalalar” fanidan mustagqil ta’'lim sifatida yozildi.
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