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Annotatsiya: Ushbu maqolada differensial hisobning asosiy natijalari hisoblangan
Roll teoremasi, Lagranj (o‘rtacha qiymat) teoremasi va Koshi teoremasining mazmuni,
ularni qo‘llash shartlari hamda geometrik talginlari yoritilgan. Har bir teoremaning
matematik formulalari, isboti g'oyasi va amaliy misollar orqali qo'llanishi ko‘rib
chiqiladi. Shuningdek, teoremalar o‘rtasidagi ozaro bogliglik, xususan, Lagrange
teoremasining Rolle teoremasidan kelib chiqishi, Koshi teoremasining esa Lagranj
teoremasining umumlashgan ko'rinishi ekanligi ilmiy nuqtai nazardan tahlil qilinadi.
Magqolada bu teoremalar funksiyalar xatti-harakatlarini tadqiq etishda, ekstremumlarni
aniqlashda va matematik tahlil masalalarini yechishda tutgan o‘rniga alohida e’tibor
qaratilgan. Natijada, differensial hisobning mazkur teoremalari matematik tahlilning
konseptual negizi sifatida baholanadi.

Kalit so’zlar: Roll teoremasi, lagranj o’rtacha qiymat teoremasi, koshi o’rtacha
qiymat teoremasi, differensiallanuvchi funksiyalar, uzluksiz funksiyalar, o’rtacha qiymat
xossalari, matematik tahlil, teorema isboti, teorema shartlari, amalliy qo’llanilishi,
matematik model.

AHHOTanuA: B dauHOlU cmambe paccMampuearwwmcsi OCHOBHblE pe3y/1bmambl
dugpgeperyuanbHozo ucuucaeHuss — meopemovl Poans, Jlazpawxca (o cpedHem
3HaveHuu) u Kowwu, ux codepixcaHue, ycsa08uUsl NpuMEHUMOCMU, a MAakKice
2eomempuyeckass uHmepnpemayus. [losmanHo aumaausupyromcss mamemamuyeckKue
¢popmyauposku  Kadxcdoli meopemvl, udeu ux dokasameabcms U NpuMepbl
npakmuvecko2o npumeHeHus. Kpome moeo, uccaedyemcs 63aumocesizb mexncdy
meopemamu: nokasvleaemcs,, Umo meopema JlazpaHyica caedyem u3 meopembvl Porns, a
meopema Kowu siensiemcss eé 0606wéHHOlU ¢dopmol. B cmambe noduépkusaemcsi
8AJXCHAS pPOJIb 3MUX mMeopeM 8 U3YYeHUu nosedeHus @GYHKYull, onpedeseHuu
3KCMpemymos U pewleHuU 3a0ay Mamemamu4ecko20 aHaausd.

KiniwouyeBble cioBa: meopema Posanasi, meopema JlazpaHyica o cpedHem 3HAYEHUU,
meopema Kowu o cpedHem 3HaueHuu, duggpepeHyupyembie (YHKYUU, HenpepbvleHble
¢dyHkyuu, meopembl 0 CcpedHeM 3HA4eHuu, ceolicmea cpedHez0 3HAYEeHUS,
Mmamemamuveckull aHa1u3, d0Ka3ameabcmeo meopem, YCA08Usl NPUMEHEHUSI MeopeM,
2eoMempuyeckass UHmepnpemayus, npakmuveckoe npuMeHeHue, MamemMamu4eckas
Modeb.
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Annotation: This article examines the fundamental results of differential calculus
— Rolle’s theorem, the Lagrange (mean value) theorem, and Cauchy’s theorem —
including their statements, conditions of applicability, and geometric interpretations. The
mathematical formulas of each theorem, the main ideas of their proofs, and examples of
their practical applications are presented. The interrelation between these theorems is
also analyzed: in particular, the derivation of the Lagrange theorem from Rolle’s
theorem, and the fact that Cauchy’s theorem is a generalized form of the Lagrange
theorem. Special attention is given to the role of these theorems in studying the behavior
of functions, determining extrema, and solving problems in mathematical analysis. As a
result, these theorems of differential calculus are regarded as a conceptual foundation of
mathematical analysis.

Keywords: Rolle's theorem, Lagrange mean value theorem, Cauchy mean value
theorem, differentiable functions, continuous functions, mean value properties,
mathematical analysis, theorem proofs, theorem conditions, practical applications,
mathematical model

KIRISH

Differensial hisob matematik analizning asosiy bo‘limlaridan biri bo‘lib,
funksiyalarning o‘zgarish tezligi va hosilalar orqali ularning xatti-harakatlarini
o‘rganadi. Hosila mavjud bo‘lgan funksiyalar uchun o‘rtacha o‘sish yoki kamayish
tezligini ifodalovchi teoremalar - Roll, Lagranj (o‘rtacha qiymat) va Koshi teoremalari
- analizning eng muhim natijalaridan hisoblanadi. Ushbu teoremalar funksiyalar
xulqini chuqur o‘rganishda, tengsizliklar isbotida, ekstremumlar nazariyasida hamda
differensial tenglamalar tahlilida keng qo‘llaniladi.

Roll teoremasi Agar y=f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz, (a, b) oraliqda
differensiallanuvchi va f(a)=f(b) bo’lsa, u holda aqalli bitta shunday x=c (a<c <
b) nuqta mavjudki, unda f'(c)=0 bo’ladi.

Bu teorema hosilaning nollari yoki ildizlari hagidagi teorema ham deyiladi.

Lagranj teoramasi. Agar y=f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz, (a, b) oraliqda
differensiallanuvchi bo’lsa , u holda aqalli bitta shunday x=c (a< c < b) nuqta
mavjudki,

f(b)-f(a)=f(c)*(b-a)

bo’ladi.

Bu teorema chekli ayirmalar haqidagi teorema ham deyiladi.

Koshi teoremasi. Agar y=f(x) vay = (@) funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz,

(a, b) oraligda differensiallanuvchi shu bilan birga birga bu oraliqgda ¢'(x) # 0

bo’lsa, u holda aqalli bitta shunday x=c (a< ¢ < b) nuqta mavjudki,
f(b)—f(a) _fr(c)
@(d)-9(@) /()
Bo’ladi, unda @(b) # @(a).

1-misol. [1, 5] kesmada f(x)=x?-6x+100 funksiya uchun Roll teoremasi o’rinlimi?

x ning qanday giymatida f'(x)=0 bo’ladi?

121



JOURNAL OF INNOVATIONS IN SCIENTIFIC AND EDUCATIONAL RESEARCH
VOLUME-8 ISSUE-11 (30- November)

Yechish.f(x) funksiya x ning barcha giymatlarida uzluksiz differensiallanuvchi va
uning [1, 5] kesma oxirlaridagi qiymatlari teng: f(1)=f(5)=95 bo’gani uchun Roll
teoremasi shartlari bajariladi. X ning f(x)=0 bo’ladigan qiymati f(x)=2x-6=0
tenglamadan aniqlanadi, ya'ni x=3

f'(c) = 0. Geometrik talgin Bu teoremaga ko‘ra, agar funksiya kesmaning uchlarida
bir xil giymatga ega bo‘lsa, unda grafigi kesma ichida kamida bir marta gorizontal
tangensga ega bo‘ladi. Ya'ni grafik "tepa" yoki "past” yoki yassi nugtaga ega.

Ahamiyat Ekstremum teoremasini isbotlashda qo‘llanadi.

Roll, Lagranj va Koshi teoremalari matematikada differensial hisobning muhim
gismlaridir. Roll teoremasi funksiya uchun bitta maxsus holatni ta'riflaydi, Lagranj
teoremasi uni umumlashtiradi, Koshi teoremasi esa ikkita funksiya nisbatiga

qaratilgan. Ushbu teoremalar aniqlanmagan nisbatlar (masalan, g)kabi limitlarni

hisoblashda keng qo'llaniladi.

Koshi teoremasi va Roll teoremasi orasidagi asosiy farq shundaki, Roll teoremasi
fagat bitta funksiya uchun qo'llaniladi, Koshi teoremasi esa ikkita funksiya uchun
qo'llaniladi va bu ikkita funksiyaning hosilalari bo'yicha ko'rsatiladi. Bu ikkala
teoremada ham funksiyalar ma'lum bir oraliqda uzluksiz va hosilaga ega bo'lishi kerak,
hamda funksiyalar bir-biriga nisbatan ma'lum shartlarni bajarishi kerak. Quyida bu
teoremalarning har biri bo'yicha batafsil ma'lumot berilgan:

Roll teoremasi Roll teoremasi, o'rtacha qiymat teoremasining bir xususiy holidir.

Shartlar:Funksiya [a,b] oraligda uzluksiz bo'lishi kerak.

Funksiya (a,b) oraligda differensiallanuvchi bo'lishi kerak.f(a)=f(b) bo'lishi kerak.

Xulosa: Agar bu shartlar bajarilsa, u holda c € (a, b) shunday bir nuqta mavjudki,
f'(c)=0 bo'ladi.

Koshi teoremasi Koshi teoremasi, o'rtacha qiymat teoremasining umumiy
ko'rinishi hisoblanadi.

Shartlar:1kki funksiya, masalan, f(x) va g(x), [a,b] oraliqda uzluksiz bo'lishi kerak.

Ikki funksiya, f(x) va g(x), (a,b) oraliqda differensiallanuvchi bo'lishi kerak
g'(x)#0 barcha x € (a,b) uchun.

Xulosa: Agar bu shartlar bajarilsa, u holda c € (a,b) shunday bir nuqta mavjudki,
f'(c) _ f(b)-f(a)
g'©  gb)-g@
Farglar va bog'liglik Koshi teoremasi Roll teoremasining umumiy holidir. Agar

quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi

f(x) va g(x) funksiyalari ma'lum shartlarni bajarib, g(x)=x bo'lsa, unda Koshi
teoremasidan Roll teoremasini olib chigish mumkin.Roll teoremasida ikkita funksiyani
hisobga olish shart emas, fagat bitta funksiyaning o'zi yetarli.Koshi teorem various

hisoblashlarda, masalan, funksiyalar nisbatining limitini topishda, ayniqgsa, %yoki

Eko'rinishidagi anigmasliklar uchun keng qo'llaniladi (bu L'Hopital qoidasi deb ham
nomlanadi).

Ta'rifi: Agar f(x) funksiyasi [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, (a, b) oraliqda
differensiallanuvchi bo‘lsa va f(a) = f(b) sharti bajarilsa, u holda (a, b) oraliqda kamida
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bitta shunday c nuqta topiladiki, bu nuqtada funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘ladi:
f'(c)=0.

Geometrik Ma'nosi: Agar funksiya grafigi bir xil balandlikdan boshlanib, bir xil
balandlikda tugasa, demak, u o‘zgarish yo‘nalishini kamida bir marta to‘xtatib, teskari
tomonga yo'naltirishi kerak. Bu nuqtada (maksimum yoki minimumda) urinma
gorizontal (Ox o‘qiga parallel) bo‘ladi.

Asosiy Tatbiqgi: Roll teoremasi funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘ladigan
nuqtalari mavjudligini isbotlash uchun ishlatiladi. Masalan, tenglamalarning ildizlari
orasidagi hosilaning ildizi mavjudligini ko‘rsatadi.

Lagranj Teoremasi (Chekli Orttirmalar Hagidagi Teorema)

Ta'rifi: Agar f(x) funksiyasi [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa va (a, b) oraliqda
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (a, b) oraligda shunday c¢ nuqta topiladiki, quyidagi
tenglik o‘rinli bo‘ladi:

f(b) - f(a) =f'(c) (b - a) yoki f’(c)=%

Geometrik Ma'nosi: Bu teorema o‘rtacha o‘zgarish tezligi (vatarning nishabi)
bilan lahzali o‘zgarish tezligi (urinmaning nishabi) o‘rtasida bog'liglik o‘rnatadi. Ya'ni,
(a, b) oraligda kamida bitta nuqta ¢ mavjudki, bu nuqtadagi urinma A(a, f(a)) va B(b,
f(b)) nuqtalarni birlashtiruvchi vatariga parallel bo‘ladi.

Asosiy Tatbiqlari:

Monotonlikni Aniqalsh: Agar biror oraliqda f'(x) > 0 bo‘lsa, Lagranj formulasi
funksiyaning o‘suvchi (monoton) ekanligini isbotlash uchun asos bo‘ladi.

Funksiyani Taxminlash: f(b) =f(a) + f'(c)(b-a) kabi yaqinlashishlarni Kkeltirib
chiqaradi.

Teylor Formulasining Qoldiq Hadini Asoslashda (Peano shakli bilan birga) muhim
rol o‘ynaydi.

Koshi Teoremasi (Chekli Orttirmalar Hagidagi Umumlashtirilgan Teorema

Ta'rifi: Agar f(x) va g(x) funksiyalari [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, (a, b) oraliqda
differensiallanuvchi bo‘lsa va g(b) #g(a) hamda Vx €(a, b) uchun g'(x) #0 bo‘lsa, u
holda (a, b) oraligda shunday c nuqta topiladiki:Lagranj va Koshi Munosabati: Koshi
teoremasi Lagranj teoremasining bevosita umumlashtirilgan shaklidir. Agar Koshi
formulasida g(x) = x deb olinsa (va shundan g'(x) = 1 bo'lsa), u avtomatik ravishda
Lagranj teoremasiga aylanadi. Teoremalarning Matematik Analizdagi O'rni

Bu uch teorema differensial hisobda o‘zaro uzviy bog‘liqlikda ishlaydi:

Roll Teoremalaridan Lagranj Teoremasi (isbotlashda asosiy vosita)

Lagranj Teoremalaridan Koshi Teoremasi (Lagranjni ikki funksiya uchun qo‘llash
orqali)

Lapital Qoidasini Asoslash

Koshi teoremasining eng muhim va mashhur tatbiglaridan biri bu L'Hopital

goidasini isbotlashdir. Bu qoida %yoki g ko‘rinishidagi anigmasliklarni yechishda

go‘llaniladi. Koshi formulasi yordamida:
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f(x . f(x)—f(x0 . fr(c

i = A o a0 = I

ekanligi ko‘rsatiladi (bunda f(x_0)=g(x_0)=0 deb faraz qilinadi). Bu esa L'Hopital
qgoidasining asosini tashkil etadi.

Xulosa

Roll, Lagranj va Koshi teoremalari nafaqat funksiyaning uzluksizligi va
differensiallanuvchanligi sharoitlarida uning hosilasi hagida muhim ma'lumot beradi,
balki keyingi yuqori darajadagi matematik tushunchalar (masalan, Teylor qatori,
Lopital goidasi) uchun ham mustahkam poydevor vazifasini o‘taydi. Ular matematik
analizning nazariy jihatdan eng boy va eng ko‘p qo‘llaniladigan vositalaridan

hisoblanadi.
X—sinx
X3

Misol.lim

x—0

ni toping
Yechish. Ifodaning sur’ati va maxraji x— 0 da nolga intiladi, shu sababli g

shaklisdagi anigmaslikka egamiz. Lopital qoidasidan foydalansak,
. X—sinx . X—COSX . sinx 1
li = lim = lim—-==

x-0 X x—0 3x2 x>0 6X 6

Bu yerda Lopital qoidasi ikki marta qo’llaniladi.
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