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IKKI KARRALI INTEGRALNING NAZARIY ASOSLARI VA FAN-TEXNIKA
SOHALARIDAGI AMALILY TATBIQLARI

Abdullayeva Dildora Anvarovna
Navory daviat konchilik va texnologivalar universitet,
Olly matematika va axborot texnologiyalari kafedrasi katta o qituvchr

Annotatsiya. Ushbu maqolada 1kki karralr integral tushunchasining nazariy asoslari va
unng zamonaviy fan va texnika sohalaridagi amaliy qo‘llanilish imkoniyatlari tahlil qilingan.
Ikki karrali integral matematik analizming ko'p o‘zgaruvchili  funksiyalarni o ‘rganuvchi
bo‘limida markaziy o‘rin tutadi va fizik, muhandislik, iqtisodiy, ekologik hamda axborot
texnologivalari tizimlarida keng qo‘llaniladi. Maqgolada ushbu integral vositasida murakkab
shaklli ikki o‘lchamli mintagalarning yuzasini hisoblash, resurslar tagsimotini baholash, issiqlik
va massa oqimlarini aniglash kabr real amally masalalar yoritijgan. Xususan, egri chiziglar
bilan chegaralangan soha yuzasini hisoblash masalasi orqali ikki karralr integralning teratsion
ko‘rinishdagr qo‘llanilishi chuqur tahlil etilgan. Tadqiqot natyalari ikki karrali mtegralning
nafaqat nazarty tahlil uchun, balki texnologik jarayonlarda amiqlik, samaradorlik va
modellashtirish imkonini taminlaydigan kuchli matematik vosita ekanligini tasdiglayd.

Abstract. 7This article explores the theoretical foundations and practical applications of
the double mtegral concept in various fields of modern science and technology. As a
fundamental tool in multivariable calculus, the double integral plays a vital role in modeling
and analyzing complex systems i physics, engineering, economics, ecology, and information
technology. The paper presents real-world problems that demonstrate the application of
double integrals in calculating the area of irregular surfaces, evaluating resource distributions,
analvzing heat and mass flows, and more. A detailed analvsis of a surface area calculation over
a parabolic region illustrates the step-by-step implementation of the double mntegral using its
1terated form. The study confirms that the double mtegral 1s not only a powerful analyvtical
method but also a highly effective mathematical tool for ensuring accuracy and efficiency in
technological processes and system modeling.

Kalit so‘zlar. ZTkki karrali integral, ko'p o‘zgaruvchili funksivalar, sirt maydonini
hisoblash, matematik modellashtirish, muhandisiik —tahlill, fizika tatbiglars, 1qtisody
modellashtirish, ekologik modellashtirish, issiqlik targalishi, resurslarni optimallashtirish,
tteratsion integral, hisoblash matematikasr, real muammolarni yechish, sirt geometrivasi,
tizimlarni simulyatsiva qilish.

Keywords: Double integral, multivariable functions, surface area calculation,
mathematical modeling, engineering analysis, physics applications, economic modeling,
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Fizika, muhandislik, 1qtisodiyot, ekologiya, informatika kabi sohalarda murakkab
tizzmlarn1 modellashtirish zaruratining kuchayishi matematik analizning ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalarni o‘rganuvchi bo‘limlariga bo‘lgan ehtiyoyni sezilarli darajada oshirdi. Bu ehtiyoyni

gondiruvchi eng muhim vositalardan birt bu 1kki karrali integral hisoblanadi.

362



IJODKOR O‘QITUVCHI JURNALI

51YUN /2025 YIL/49—-SON

Ikki karrali integral tushunchasi matematik analizning asosiy bo‘limlaridan bir1 bo‘lib, u
ikki o‘zgaruvchili f(x,y) funksiyaning berilgan tekislikdagi soha ustidagi umumiy qgiymatini
ya’ni, fizik nuqtar nazardan ko‘plab hollarda massa, yuzaning maydoni, energiya, ish, kuch,
ehtimollik zichligi yoki resurslar tagsimoti kabi kattaliklarni aniglash imkonini beradi. Ushbu
vosita turll o‘zgaruvchilar o‘rtasidagt bog‘lighklarni kompleks tarzda tahlil qilishga yordam
beradi va bu esa real hayotdagi ko‘plab muammolarning zamonaviy matematik modellarim
qurishga asos yaratadi.

Texnologiyalar bilan uyg‘unlashgan 1kki karrali integral bugungi kunda quyidagi
yo‘nalishlarda o‘zining mustahkam o‘rnimi  egallagan: muhandishkda konstruksiyalarni
loyihalash va ulardagi kuchlamishlarni tahlil qilish, energetika va termodinamika tizimlarida
1ssighk  tarqalishim  modellashtirish, 1qtisodily tahlilda resurslar va talablar tagsimotini
hisoblash, ekologiyada ifloslanish zichligining hududiy o‘zgarishlarini aniglash, biotibbiyotda
tana yuzasidagi bioaktiv moddalarning tagsimotini o‘rganish, va axborot texnologiyalarida
tasvirlarni qayta ishlash, kompyuter grafikasi, mashinaviy o‘rganish kabi jarayonlarda obyekt
yuzalarini matematik ifodalash.

Ikki karrali integralning amaliy imkoniyatlart nafaqat nazarty tahhllar bilan, balki real
muammolar yechimidagi qo‘llanilishi bilan ahamiyathdir. Ayniqsa, sanoat va texnikada yuzalar
ustida bajariladigan 1ish, energiya sarfi, issighk va massa oqimlari, biologik sistemalarda
populyatsiya zichligi  yoki 1qtisodily hududlarda aholiga xizmat ko‘rsatish darajalarini
baholashda ikki karrali integral aniq va asosli yechimlarni taqdim etadi.

Mazkur maqolada 1kki karrali integralning asosly nazarly tushunchalari bilan birga,
ularning zamonaviy fan va texnika sohalaridagi konkret amaliy qo‘llanilishlar1 jumladan, fizik
jarayonlar, 1qtisodly modellar, muhandishik tizimlari, kompyuter grafikasi va ekologik hisob-
kitoblardagi tatbiglart tahlil qilinadi. Real hayotiy masalalar asosida keltirllgan misollar orqali
ikki karrali integralning ahamiyati, uning tahliliy quvvati va natijaviy samaradorligi ochib
beriladi.

Matematik analizda bir o‘zgaruvchili funksiyalar integralidan farqh o‘laroq, ikki yoki
undan ortiq o‘zgaruvchili funksiyalarni tahhl qilishda ko‘p o‘zgaruvchili integral tushunchasi
muhim o‘rin egallaydi. Xususan, f(x,y) kabi ikki o‘zgaruvchili funksiyalarni berilgan soha
ustida mtegrallash zarurati yuzaga keladi. Bunday hollarda 1kki karral integral tushunchasiga
murojaat gilinadi.

Bu mtegralning intuitiv mohiyati berilgan funksiyaning qiymatlarini ikki o‘zgaruvchidan
iborat soha ustida jamlash orqali umumiy qiymatni topishdir. Masalan, fizikada bu funksiya
zichlikni ifodalaydigan bo‘lsa, 1kki karrali integral jismning massasi bo‘ladi.

Faraz qilaylik, f(x,y) funksiyasi D € R?sohada aniqlangan va uzluksiz bo‘lsin. Soha D
n1 kichik to‘g‘r1 to‘rtburchaklarga bo‘lamiz:

D = UiZ; Uj=1 Ryj harbir Ry; = [x;_q, %] X [yi—1, ]

Har birR;; f(x,y) funksiyaning qiymati sifatida ixtiyorly nuqtadagi qiymat

f (xl* i yl*]) olinadi va bu qiymatlar yordamida quyidagi Rieman yig‘indisi tuziladi:

m n
§= Z Zf(xikj'y;j) FAx; - Ay;

i=1 j=1
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Agar to‘gn to‘rtburchaklarning o‘lchami noldan cheksiz kichik bo‘lganda bu yig‘indi
limitga ega bo‘lsa, u holda bu limit 1kki karrali mtegral deb ataladi va quyidagicha belgilanadi:

[ ey aa

bu yerda dA = dx soha yuzasi elementidir.
Ikki karrali integralning iteratsion (qator) ko‘rinishi. Agar f(x,y) funksiyasi yopiq,
chegaralangan to‘g‘ri to‘rtburchak sohada D = [a, b] X [c¢,d] zluksiz bo‘lsa, ikki karrali

mtegralni iteratsion ko‘rinishda yozish mumkin:

|| ey ayax= | ’ ( | e y)dx) dy

Murakkab shaklli ikki o‘lchamli obyektlarning yuzasimi aniq hisoblash matematik
analizning asosty muammolaridan  biridir.  Muhandishk, arxitektura, sanoat dizayn,
aerodinamika va kompyuter grafikasi kabi sohalarda real jsmning biror gqismining sirt yoki
goplama yuzasini aniglash zarurati tez-tez uchraydi. Aynigsa, obyektning geometrik
chegaralart to‘g'nn chiziq bilan emas, balki egri chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsa, bu
hisoblashlarni analiik usulda amalga oshirish fagatgina 1kki karrali mtegral vositasi orqali
mumkin bo‘ladi.

Berilgan mintaga D quyidagi tarzda aniglangan:

D={(xy):0<x<1 0<y<1-—x?2

Bu soha x o‘qida 0 dan 1 gacha va har bir x gqiymatiga mos ravishda yyy koordinatasi

0dan 1— x2%gacha o‘zgaradigan nugqtalar to‘plamidir. Ushbu soha parabola y =1 —

x? ostidagi egri soha bo‘lib, yuqoridan parabola, pastdan y = 00, chapdan x = 0, o‘ngdan
S = j f dxdy
D
Sohaning chegarasiga mos holda integralni iteratsion shaklda yozamiz:

1 1-x2
j j dydx
x=0Yy=0
Ichki mtegralni hisoblaymiz:

1-x2 ,
[ ay=yie=1-w
0

Endi tashqr integralni hisoblaymiz:

x = 1 chiziglan bilan chegaralangan.

Yuzani hisoblash uchun

Shunday qilib, berilgan D soha ostidagi maydon (yoki sirt yuzasi):

S = g ga teng bo‘ladi.

0
Shunday qilib, berilgan D soha ostidagi maydon yoki sirt yuzasi:
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S =
3

Mazkur matematik model va hisoblash natiyalari real hayotda quyidagi sohalarda

ga teng bo‘ladi.

go‘llamladi. Mexanika: mashina qismlariming (kapot, ganot, korpus) egri yuzalarining sirt
maydonini aniglashda; Arxitektura: egri toml binolarni loyithalash va ularning ustki qoplamasi
(qaytmas, metall, shifer) uchun zarur material miqdorini hisoblashda; Awiatsiya va
avtomobilsozlikda aerodimmamik shakllarning bofyaladigan yoki to‘gqnashuv  yuzalarinmi
aniqlashda; Sanoat dizaymi: Modellashtirish orqgali yuzalarni silhglash, yoritish, simulyatsiya
qilishda; Bunday yuzam ikki karrali integral orqali aniq ifodalash texnologik jarayonlarda
aniqlik va samaradorlikni oshirishga xizmat quiladi.

Bu masala ikki karrali imtegralning eng asosity geometrik qo‘llanilishlaridan biri
maydonni aniglash uchun ganday ishlatibshini ko‘rsatadi. Egri chegaralangan mintagalarda
mtegralning iteratsion shakli (ya'ni Fubini teoremasi asosidagi ikki bosqichli hisoblash) sohani
gamrab olishda aniglik beradi. Bunday yondashuvlar fagat nazariy tahlil emas, balki amaliy
texnologik tizimlarda ham dolzarb ahamiyatga ega.
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