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ZICHLIK FUNKSIYASI ORQALI YASSI JISMLLARNING MASSASI VA ISSIQLIK
ENERGIYASINI IKKI KARRALI INTEGRAL YORDAMIDA HISOBLASHNING
NAZARIY VA AMALIY JIHATILARI

Ismoilova Zamira Tuxtayevna
Navoiy daviat konchilik va texnologivalar universitetr,
Olly matematika va axborot texnologiyalari kafedrasi katta o qituvchr

Annotatsiya. Mazkur maqolada 1kki karrali integralming fizik va muhandisik
sohalaridagr amalty qo‘llanilishlari, xususan, zichlik funksivasi yordamida massani va harorat
zichligi  asosida 1ssiqlik  miqgdormi  aniglash masalalarr  tahlil etilgan. Ko'p o‘zgaruvchili
funksivalar orqali ifodalangan fizik kattaliklarni hisoblashda ikki karrali integralning nazariy
asoslari, iteratsion shakldagi yechimlari va qutbiy koordiatalarga o‘tish usuli batafsil ko‘rib
chigilgan. Maqolada aynigsa real hayotda uchraydigan geometrik jihatdan murakkab jismlar
ustida bajariladigan hisob-kitoblarning matematik modellashtirish orqgali yechimini topish
musollar brlan yoritilgan. Ushbu yondashuv sanoat, elektronika, energetika, harbiy texnika va
boshqga ko‘plab sohalarda materiallarning massaviy va energetik tavsiflarini aniglashda katta
amally ahamiyatga ega ekani asoslab berilgan.

Abstract. This article explores the practical applications of double integrals in physics
and engineering, particularly focusing on problems involving the computation of mass using a
density function and the calculation of heat quantity based on temperature distribution. The
theoretical foundations of double mtegrals, their iterated solutions, and the transition to polar
coordinates are thoroughly examined in the context of multivariable function analysis. The
study highlights the role of mathematical modeling in solving real-life problems mvolving
geometrically complex bodies. Special attention i1s given to examples that demonstrate how
such ntegrals can be used to accurately evaluate physical quantities. This approach proves to
be of great practical significance in assessing the mass and energy characteristics of materials
across a wide range of fields, including industry, electronics, energy systems, and defense
technologies.
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Fizikada jismning umumiy massasini hisoblash masalasi ko‘plab muhandishik va ilmiy
tarmoqglarda muhim o‘rin tutadi. Agar jismlar bir jinsh bo‘lmasa yoki ularning zichhigi
koordinatalarga bog‘liq bo‘lsa, bunday holatlarda massani aniglashda oddiy formulalar yetarh
emas. Shu kabir murakkab holatlarda matematik analizning kuchli vositalaridan birt  1kki
karrali integral yordamga keladi. Massan hisoblash uchun ikki karrali integral quyidagicha

366



IJODKOR O‘QITUVCHI JURNALI
51YUN /2025 YIL/49—SON

qgo‘llaniladi:

Agar berilgan sohada joylashgan yassi jismning zichligi har bir nuqtada p(x, y)funksiyasi bilan
ifodalansa, unda ushbu jismning umumiy massasi |M|ikki karrali integral orqali quyidagicha
topiladi:

u = [[ oCoyias = [[ ot yraxay

M —bu umumiy massa, ya’ni biz hisoblamoqchi bo‘lgan jism yoki obyektning umumiy
massasi;

p(x,y) —bu zichlik funksiyasi bo‘lib, har bir nuqgtadagi (x, y) koordinatasida jismning
massasl qanday tagsimlanganini ko‘rsatadi;

D — bu soha yoki jism egallagan 1kki o‘lchaml fazoviy qism;

ds — bu yuzaning elementar maydoni,

Shunday qilib, formulada har bir nuqtada zichlik p(x,y) ni o‘sha nuqtaga mos
yuzaning juda kichik qismini ifodalovchi ds ga ko‘paytirib, butun mintaga bo‘ylab
Jjamlanmoqda. Bu yig‘indining limit holati esa 1kki karrali integral orqgali ifodalanadi.

Masala. Issiglik ta’sirida zichligi o‘zgaruvchi materialning massasini hisoblash:

Elektron qurilmalarda ishlatiladigan 1ssiqlik tarqatuvchi metall plastinalar masalan,
alyuminiy asosh panellar haroratning joyga garab o‘zgarishi ta’sirida zichhigi (massa birlik
hajmiga nisbati) bir tekis bo‘lmagan tagsimotga ega bo‘ladi. Bunday hollarda an’anaviy doimiy
zichlik asosidagi formulalar massani aniq baholay olmaydi. Shuning uchun zchlik
koordinatalarga bog‘liq bo‘lgan holda o‘zgaruvchi holatlarda ikki karrali integral orqal
aniglash zarur bo‘ladi. Quyidagi paraboloid ostida yotuvchi yassi jismning umumiy massasini
hisoblang. Zichhik har bir nuqtada joylashuvga (x,y) bogliq bo‘lib, fizik qonunga asosan
quyidagicha beriladi:

p=@y) =1+x*+y?
Soha D: birlik aylana ichida joylashgan mintaqa, ya’ni
D = {(x,y) € R%:x?> + y? < 1}

Massani aniglovchi formula yordamida massani hisoblaymiz:

M = y p(x,y)ds =JDj p(x,y)dxdy = y(l + x% + y?)dxdy

Massani hisoblash uchun eng qulay yondashuv qutb koordinatalarga o‘tish bo‘lads,
chunki birlik aylana sohasida x? + y% = r2 ko‘rinishga ega.
Qutb koordmatalarga o‘tamiz:
X = pcoso, y =rsind, ds = dxdy = rdrd8;
Shunda:
ple,y) =1+x%>+y2=1+r%
Demak:
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Zichlik o‘zgaruvchan bo‘lishi bu modelda har bir nuqtadagr zichlik atrofdagi
joylashuvga (x va y ga) bog'liq bo‘lib, markazdan uzoqglashgan sari zichlik ortadi. Bu fizik
jihatdan, masalan, materialning harorat yoki bosim ta’sirida notekis zichlashgan holatlarini
ifodalash1 mumkin;

Yassi jism mintagasi bu yerda birlik aylana ichidagi har gqanday nuqta hisobga
olinmoqda. Bu esa simmetrik va doira shaklidagi real obyektlar (masalan, robot platformasi,
sensor maydoni, metall panel) ustida ishlashda qulaylik beradi;

Integrallash orqgali massani olish  har bir kichik yasst bo‘lak dxdy uchun zichhik
qiymatlart yig‘ihb, butun jism bo‘yicha to‘planmoqda. Bu Riemann yig‘indisining limitidir va
bu holda ikki karrali integral bilan ifodalanadi.

Bu son doira ostida joylashgan, zichligi p(x,y) =1+ x? + y? bo‘lgan jismning
umumiy massasidir. Oddiy dommiy zichlik masalan, p = 1 holatida massaning giymati faqat
mga teng bo‘lar edi. Ammo zichlik o‘zgaruvchi bo‘lgani uchun massa ortgan va bu ortish
simmetrik radial o‘sish hisobiga bo‘lgan.

Amaliy jihatlart  bu natija materiallar tejamkorligi, konstruktsiyalarning barqarorligini
tahlil qulish, yoki termodinamik energiya tagsimoti kabi ko‘plab sohalarda zarur.

Issiglik panellart haroratga qarab zichlashsa ularning og‘irligi qanday tagsimlanadi?

Harbiy sohalarda portlovchi materiallar zichligining markazdan uzoglashgan sar
oshishi ogfirlik va kuch ta’sirin1 qanday beradi?

Boshqariladigan sensorli panellarda zichlikka garab massani baholash orqali energiyani
optimallashtirish mumkinmi?

Bu natya 1kki karrali mtegralning real fizik tizimlarda gqanday aniq baholar berishi
mumkinligini ko‘rsatadi. Zichlikni koordinatalar bilan o‘zgaruvchi qilib olish orgali model
murakkablashdi, lekin ancha realistik bo‘ldi. Bu yondashuv har qanday holatda noaniq yoki
faraziy baholashlardan ko‘ra aniq, ishonchli va nazarly asoslangan massaviy tahlilga asos bo‘la
oladi.

Issighk ta’sirida zichhigr ofzgaruvchi materialning massasini hisoblash. Zamonaviy
elektron qurilmalarda ishlatiladigan issiglik tarqatuvchi metall plastinalar masalan, alyuminiy
asosh panellar haroratning joyga qarab o‘zgarishi ta’sirida zichligi massa birlik hajmiga nisbati
bir tekis bo‘lmagan tagsimotga ega bo‘ladi. Bunday hollarda an’anaviy doimiy zichlik asosidagi
formulalar massani aniq baholay olmaydi. Shuning uchun zichlik koordmatalarga bog‘liq
bo‘lgan holda o‘zgaruvchi holatlarda ikki karrali integral orqali anmiglash zarur bo‘ladi.
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Masala. Issighk tarqalishi orgali umumiy energiyani hisoblash: Issiqhik tarqalishi
muammosl  zamonavly texnologiyalarda, aynigsa materialshunoshk, termodinamika,
energetika tizimlari va sanoat konstruksiyalarida markaziy o‘rin tutadi. Haroratning muayyan
geometriyadagi sirt yoki jism bo‘ylab gqanday tagsimlangani va bu tagsimot natjjasida umumiy
1ssiglik migdorining qanday aniglanishi, samarali 1shlov berish, material tanlash va energiya
tejamkorligini oshirishda hal qiluvchi omildir. Ko‘rib chigilayotgan masalada biz birlik aylana
shaklidagi tekis plastinkani tasavvur qilamiz. Plastinkaning har bir nuqtasida harorat zichhigi
p(x,y) =100 — x2 + y?
ko‘rinishida kamayuvchi funktsiya bilan berilgan. Bu ifoda shum anglatadiki, harorat
markazda ya'ni x = 0,y = 0 maksimal qiymatda 100 birlikni tashkil qiladi va periferiyaga
yaqinlashgan saym parabolik tarzda kamayadi, bu esa real termik tizimlar uchun juda tabuy
modeldir.
Issiglik energiyasi zichlik funksiyasining soha bo‘ylab mtegralidan iborat

Q= ff p(x,y)ds
D = {(x,y) € R%:x? + y2 < 1}

Integrallash sohasi birlik doira, ya’ni radiusi 1 bo‘lgan aylana. Doiraning simmetriyasi
va zichlik funksiyasining shakh tufayli, hisoblashni soddalashtirish  uchun qutbiy
koordinatalarga o‘tamiz:

Issiglik tarqalishi orqali umumiy energiyani hisoblash uchun eng qulay usul qutb
koordinatalarga o‘tish bo‘ladi, chunki birlik aylana sohasida x2 + y2 = r? ko‘rinishga ega.

Qutb koordmatalarga o‘tamiz:

X = pcoso, y =rsind, ds = dxdy = rdrd0;

Shunda:
plx,y) =100 —x2 —y? =1—-1%
Demak: Q =
[27 11100 — r2)rdrdo = [27d6 (1007 — r¥)dr = (5077 —§)|; =2
r 199 199
Q = . dQT—ZT[T

.. . o ) . e Sy 199
Bu natija shuni ko‘rsatadiki, plastinkadagi umumiy 1ssiglik migdori blrllkkaTT[ teng.

Ushbu natyja ko‘plab texnik sohalarda real masalalarni hal qilishda ishlatiladi:

Metall qoplamalarni 1ssiglik sinovidan o‘tkazishda: Metall plastinkalar turli harorat
gradientlar1 ostida deformatsiyalanishi, kengayishi yoki yorilishi mumkin. Haroratning sirt
bo‘ylab ganday tagsimlangani va u bo‘yicha to‘plangan issiqlik migdorini bilish konstruktiv
barqarorlikni oldindan baholashda muhim;

Quyosh panellart samaradorligini baholashda: Quyosh nurlari konsentratsiyasiga
bog‘liq tarzda harorat zichligi parabolik yoki radial ko‘rinishda bo‘lishi mumkin. Qutbiy
mtegral yordamida panellarning 1ssiqlik yig‘ish quvvatini aniglash quyosh energiyasi tizimlarini
optimallashtirishda qo‘llaniladi;
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Turbinalarda haroratning aylana shaklidagi komponentlarga ta’siri: Jet dvigatellar yoki
bug® turbinalarida harorat sirt bo‘ylab notekis tagsimlanadi. Integrallash orgali harorat ta’sirida
yuzaga keladigan umumiy energiyam hisoblab, muhandislar material tanlovi va sovutish
tizzmini loyihalashtiradi;

Nanoelektronika va chip dizaynida: Mikrochiplar ustida harorat notekis tarqaladi, bu
esa ularning 1shlash samaradorligiga ta’sir qiladi. Aynigsa, kichik geometrik sirtlardagi harorat
zichligining matematik ifodasi orgali issiqlik boshgaruvi modellashtiriladi;

Yoruglik va 1ssighkni aks ettiruvchi sirtlar dizayni: Avtomobil kapotlart yoki samolyot
ganotlart kabi elementlarning energiya tarqatish qobiliyati, qizib ketmasligl va material sifat
ushbu mtegral asosida baholanadi.

Ushbu masala 1kki karrali integral yordamida fizik muhitdagi energiya tagsimotini tahlhl
qilish, aynigsa sirt bo‘ylab parabolik ofzgaruvchi zichlik funksiyasi orqali energiyan
ifodalashning kuchli matematik modeli sifatida xizmat qiladi. Bunday yondashuv, zamonaviy
sanoat va muhandishk tizimlarida energiyani hisoblashda nazarily asos va amaliy vosita sifatida
keng qo‘llamladi. Masshtabli va aniglikni talab qiladigan tizimlar uchun, bu integral optimal
dizayn, xavfsizlik va barqaror ishlashni ta’minlovchi muhim vositadir.

Ushbu maqolada ikki karrali integral yordamida yassi jismlarning massasi va harorat
zichligi asosida 1ssiqhik migdormi hisoblash masalasi chuqur tahlil qilindi. Zichlik funksiyasi
koordinatalarga bog‘liq bo‘lgan holatlarda, klassik yondashuvlar yetarli anighk bermasligi,
aynigqsa murakkab geometrik shakllarda yuzaga keladigan hisob-kitoblarda i1kki karral
mtegralning qo‘llanilishi dolzarb ahamiyat kasb etish1 ko‘rsatib o‘tildi.

Qutb koordinatalar orqali amalga oshirilgan hisoblashlar birlik doira kabi simmetrik
sohalarda integralm sezilarli darajada soddalashtiradi va bu orqali fizik kattaliklarni massa,
energiya, 1ssiglik aniglik bilan baholash imkoniyati yaratiladi. Zichlikning fazodagi nuqtalarga
bog‘lighgt haqiqiy muhitlardagi harorat, bosim yoki boshqa omillar ta’sirida yuzaga keluvchi
tagsimotlarning aniq ifodasini beradi.

Yuqoridagi amaliy misollar orqgali ikki karrali integralning nafaqat nazarily asoslari, balki
real muhandislik, termodinamika, energetika va materialshunoslik sohalaridagi qo‘llanilishi
ochib berildi. Bu esa uni zamonaviy texnologik tizimlarda samarali hisoblash vositasi sifatida

keng qo‘llashga asos yaratadi.
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