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ZINAPOYASIMON GRAFLARDA TO’LQIN TARQALISH TENGLAMASI UCHUN
BOSHLANG’ICH - CHEGARAVIY MASALA

Kenjaboyeva M. H.
Chirchiq davlat pedagogika universiteti

Annotatsiya: Ushbu maqolada zinapoyasimon graflarda to’lqin tarqalish
tenglamasi uchun boshlang’ich-chegaraviy masala o’rganildi. Qo’yilgan masala
o’zgaruvchilarni ajratish usuli yordamida yechildi va yechimning mavjudligi va
yagonaligi aniglandi.

Kalit so’zlar: metrik graf, zinapoyasimon graf, o’zgaruvchilarni ajratish usuli,
aprior baholash

AHHOTauMA: B daHHOU pabome uccaedyemcsi Ha4a/abHO-Kpaesas 3adava 04s
YPABHEHUS pacnpocmpaHeHusi 80/4HA JAeCMHUYHbIX 2pagdpax. [laHHas 3adava peuieHa
Memodom DPypbe u ycmaHos/1eHbI cyujecmaosaHue U eQUHCMBEHHOCMb PeuleHUsl.

KiroyeBble ciaoBa: mempuueckull epaduk, secmHuyHas duazpamma, mMemod
®ypbe, anpuopHas oyeHKa.

Annotation: In this paper, we investigate local boundary value problems for the
wave equation on ladder type metric graph. The main goal of this work is to study the
uniqueness and the existence of solution of the formulated problem. Using by the method
of separation of variables we find a solution of the investigated problem in the form of
the Fourier series. Existence and uniqueness of solution of the considered problems are
defined.

Keywords: Metric graph, ladder type metric graph, method of separation of
variables, apriori estimates.

Kirish

Metrik graflarda differensial tenglamalar uchun boshlang’ich - chegaraviy
masalalarni o‘rganish nisbatan yangi soha hisoblanib, asosan 1990-yillarga kelib
grafda chiziqli Shroedinger tenglamasi (Kvant grafi) o‘rganila boshlangan[1]. Graflarda
boshga turdagi tenglamalar asosan 2010-yillarga kelib o‘rganila boshlangan. Bulardan
chizigsiz Shroedinger tenglamasi[2], Sinus - Gordon tenglamasi, Korteveg-De Friz
tenglamalari bo‘yicha olingan natijalarni keltirishimiz mumkin. G. Berkolaiko o0z
ishlarida uch qirrali yulduzsimon graflarda turli fizik jarayonlarni tadqiq qilishda
foydalangan|[3]. Z.A. Sobirov va M.R. Eshimbetov esa zinapoyasimon graflarda issiqlik
targalish jarayonlarini[4] o‘rgangan. Zinapoyasimon graflarda to‘lgin tarqalish
tenglamasi uchun boshlang’ich-chegaraviy masala ushbu ishda birinchi marotaba
qaralmoqda.

Zinapoyasimon graflarda to‘lgin jarayonlarini o‘rganish amaliy jihatdan muhim
masalalardan hisoblanadi. Bunday graflar DNK, RNK molekulalarida kechadigan
impuls tarqalishini tadqiq qilishda model vazifasini bajaradi.
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1. Masalaning qo'yilishi
Bizga qirralari 3n+2, (neN) ta teng uzunliklarga ega bo‘lgan kesmalarni g

birlashtirishdan hosil bo‘lgan I' zinapoyasimon graf berilgan bo‘lsin (1-chizma).
Grafning bog’lamlarini (qirralarini) b,, k =1,3n+2 ko‘rinishda belgilaymiz. Har bir

b, bondda aniqlanadigan X, koordinatalarni biz X deb garaymiz hamda barcha b,

¢ girralarga (0,L) kesmani mos qo‘yamiz, ya'ni b, ~(0,L), k =1,3n+2.

by by b ban—2  D3n+1
I b3 I be I bg *+ * ° I b3n—3 l b3n
?2. ;5.’ ?8. bSn—l b3n+2

(1-chizma) grél

Grafning har bir qirrasida quyidagi to‘lqin tarqalish tenglamasini garaymiz

¥

s

Sbioz&’*"' Y
\wvt;%\:i )

"
o

U (1) =a%U,, (X, + f (1), (x)e((0,L)x(0,T)), k=L3n+2. (1)

£
Sl

Bu yerda U, = (U,,U,,Us,, ...,U; )", f =(f,f, f, ... f, ). f (Xt) berilgan

ma’lum funksiyalar k =m.

I' grafda (1) tenglama uchun quyidagi masalani garab chigamiz.

Masala 1. (1) ko‘rinishida berilgan to‘lgin tarqalish tenglamasining b, x(O,T)
sohada aniqlangan va quyidagi:

boshlang’ich

U, (x,t)|t:0 = (X), Uy, (x,t)‘t=0 =y, (x), 0<x<L, k=13n+2, (2)

bir jinsli chegaraviy

uk(x,t)|X=O =0, ke{1,2}, u(xt)_ =0, ke{3n+13n+2},t>0, (3)
hamda quyidagi ulanish shartlarini (Kirxgoff shartlari)

U, (X,t)|X:L = u3k+1(X1t)|X=0 = U, (X’t)|xzo ,

Usy 2 x (X’t) oL Yskaax (X’t) o T Uskx (X,t)|x=0 '
Uy, (x,t)|X:L = Uy 5 (X 1), = Uy, (X,t)|X:0 ,
u3,(,x(x,t)|xzL + Uy (X1) L= u3k+zyx(x,t)|xz0 , k=1n,t>0

ganoatlantiruvchi u, = (u,,Uu,,us,, ... ,u3n+2)T yechim topilsin.

(4)

(5)

B, 4

Ny

el
:

&:_,'\:2'

" Dy
3 =
6
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%
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Bu yerda ¢, (X) va i, (X), k =1,3n+ 2 funksiyalar berilgan, yetarlicha silliq

: funksiyalar. Bundan tashqari, (3)-(5) shartlarga mos quyidagi xossalarga ega bo‘lsin
deb qaraymiz:

9,0)=0, v, (0)=0, ke{1,2},

o, (L)=0, v, (L)=0, ke{3n+1,3n+2}, (6)
Py (L) = 05,1 (0) = 0, (0),

P2 (L) = 0344 (0) + 93, (0),

Pa (L) = @5 4 (L) = @5.,(0),

— (7)
Oy (L) + @5 1 (L) = ¢, ,,(0), k=1Ln,
W2 (L) =151 (0) =5, (0),
Y2 (L) =5, (0) + 5, (0),
3k L)= 3k-1 L)= 3k+20’
Wa (L) =w5 4 (L) =y ,(0) @)

l//ék (L) + l//3’k—1(L) = Wék+2 (O)! k :ﬁ .

2. Metrik graflarda spektral masala

Biz (1) tenglamalarning bir jinsli qismini o‘zgaruvchilarni ajratish usuli (Furye
usuli)dan foydalanib yechamiz

XI(X)+A°X, (X)=0, k=13n+2, 9)

(3)-(5) shartlarni qanoatlantirsak,

X;(0)=0, je{12}, X,(L)=0, Ie{3n+13n+2} (10)

Xa 2 ( L) = X3k+1(0) = Xa (O)’ (11)

X3z ( L) N X§k+1(0) - Xy (0) =0, (12)

X0 ( L) = x3k—1( L) = Xgee2 (O)' (13)
Xék(l-)"'Xék—1(|-)_xék+2(0):0’ k=Ln (14)

munosabatlarga ega bo‘lamiz.
Odatda (9)-(14) ko‘rinishdagi masalalarga Shturm-Liuvill spektral masalasi

N U e T N
§§ v, ¢
G Y

G,
b

e

¥

&

\ AT
¥ ofm

N7
L

deyiladi. Metrik graflarda spektral masalalarni [5]-[6] adabiyotlarda uchratish :

mumkKin.

Differensial tenglamalar kursidan ma’lumki, (9) tenglamaning umumiy yechimi
quyidagicha

X, (X) =c, cosAx+d, sin Ax (15)

ko‘rinishga ega. (15) tenglamaning har bir gqirradagi ¢, va d, noma’lum
koeffitsiyentlarga nisbatan (10)-(14) shartlardan foydalanib,

M(1)Q=0 (16)
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e koeffitsiyentlardan tuzilgan vektor bo‘lib quyidagi ko‘rinishda yoziladi:
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tenglamalar  sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu yerda Q

Q= (Cpd11cz’dz’---’c3n+2’d3n+2)T :
(10)-(14) shartlarni e’tiborga olsak, bizda M (A) matritsa quyidagicha °
ko‘rinishga ega bo‘ladi. :
Aso B GCou A 6(n-1)
A Dss Cou A 6(n-2)

M A1 Dse Cosu A 6(n-3)

6n+2 6n+2
Ae 4+(n-2)6 De 6 Ce 4 Aa 0

0 0 0 E,.,
Aytishimiz mumkinki, Mg, .,4,,,(4) matritsa B, , D,, hamda E,,

matritsalarga nisbatan diagonal matritsadir. Bu yerda, AJ— matritsalar nol

matritsalardir. Agar qulaylik uchun cosAL va sin AL giymatlar uchun a=cosAL,
. b=sinAL belgilashlarni kiritsak, B,, , C,,, Dys hamda E,, matritsalar quyidagi g

ko‘rinishlarda ifodalanadi:

b 0 -1 0 0O 0 0 O
b 0 0 O -1 0 0 O

B - -a 0 0 1 c - 0 1 0 O

10 -b a bl 10 0 0 O ’
0O 0 a b 0O 0 -1 0
0 -a b -a 0 0 0 1

a b 0 0 -1 0

a b 0 0 0 O

b -a 0 0 0 1 [a b 0 Oj

Des = , E,,= .

0 0 a b -a -b 0 0 ab

0O 0 a b 0 O

0O 0 b -a b -a

‘ Biz quyida n=1 bo‘lgan hol uchun bitta misol keltiramiz. Ya’ni girralari soni 5
ta bo‘lgan graf uchun garaymiz. (15) tenglik va (3) - (5) shartlarga ko‘ra

sin® AL (8c0s? AL —Sin? AL) =0, A, = Ay = Ay, = % , meN

Ay = :iiarccos(—zj+ﬂ, me N
' 2L 9 L

,m

e
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ko‘rinishdagi 4, , (k :1,_5) x0s sonlarga ega bo‘lamiz. (15) tenglikni inobatga

olib bu xos sonlarga mos bo‘lgan X, (x) (k :1,_5) xos funksiyalarni yozamiz

zm . zrm zm . zm
Xy (X) =c,co0s—x+d,sin—x, X, (X)=c,c0s—x+d,Sin—X,
L L L L

m . m .
X5, (X) =c, cosﬂTx +d,sin ﬁTx, Xm(X)=c,cos4, x+d,sin, X,
Xgm(X) =C5C08 A5 X+ dgsin A X.
3. Masala yechimini tadqiq qilish: yechimning mavjudligi va yagonaligi

Teorema 1. Agar ¢, (X), y,(X)OCY0,L], 1T—ka(x,t)OC([O, L]r (O,T))

k =1,3n+2 sinflarda aniglangan funksiyalar bo'lib, [0,L] intervallarda ¢;(x),

2
w¢(x) va ((O,L)r (0,T)) sohada % f (x,t) funksiyalar absolyut integrallanuvchi

bo‘lsa, bundan tashqari ¢, (x) funksiyalar uchun

@, (0)=0, ke{1,2}, o (L)=0, ke{3n+1,3n+2},
o (L) =¢h ,(0t)=¢5 . (0Ot), k=1n,

o (L) =h (L) =g, (0t), k=1n

shartlar o'rinli hamda (3)-(5) va (6)-(8) shartlar mos ravishda , (x), f (Xt),

k =1,3n+ 2 funksiyalar uchun ham o‘rinli bo‘lsa, (1)-(5) masalaning yechimi mavjud

va yagonadir.
ISBOT. Berilgan f(X,t) funksiyalarni xos funksiyalar yordamida Furye

gatoriga yoyamiz.
f(xt) =2 f (X, (X) (17)
m=0

Bu yerda f_(t) (17) Furye qatorining koeffitsiyentlari. (1) tenglamaning

yechimini quyidagi ko‘rinishda yozsak,

u(x,t)=>" X, ()W, (t), k=13n+2 (18)
m=0
Ushbu yechimdan hamda (1) tenglamadan foydalanib
D W, (1) +a4, W, (t) - f, ()X, (x)=0 (19)
m=0

tenglikni hosil gilamiz. X (X) funksiya qaralayotgan masalaning xos funksiyasi *

- ekanligidan, ushbu

W, (t) + a2 W, () = f,(t) (20)
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bir jinsli bolmagan differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Ma'lumki, (20)
tenglamaning umumiy yechimi

e \, ._
;(L’ I, y ¢ 0‘ZBEKISTONDA FANLARARO INNOVATSIYALAR VA :
g 1":@ v 34-50N ILMIY TADQIQOTLAR JURNALI 20.11.2024
C
k.l
63

0
¥ x
N .\gx\
IS 6 &

N

t
W_(t) = a/%jsin al (t—z)f (z)dz+c,cosal t+c,, sinalt (21)
m 0

ko‘rinishida ifodalanadi[9]. Demak, (18) ga asosan (1) tenglamaning umumiy
yechimini quyidagicha yozishimiz mumkin:

e R
o

A

2
S
) o &

.‘Cﬁ".
@

i
o) s; i

- t
u, (x,t) = Z[éjsin ad (t—z)f (z)dz+c,, cosat t+c,, sin a/lmt} X (X)
m=0 m 0

"cb e k=13n+2. (22)

g © a’'lumki, berilgan ¢ (X), v, (X) funksiyalarni quyidagi

%(m Ma’lumki, berilgan ¢, .(X) funksiyal d

¥ 3

2;3.54 \ ¥ 2 (X) = Z¢mka (X) v Yy (X) = Zl//mka (X) (23)

f' ,g\.{pk m=0 m=0

{‘g_)%. ko‘rinishida Furye qatorlariga yoyishimiz mumkin. Bu yerda ¢, va vy, (23)

Furye qatorining koeffitsiyentlaridir. Hosil qilingan (22) umumiy yechimiga (2)
boshlang’ich shartni qanoatlantirsak,

j)(
o8
i ";i@‘- -

 ED
*U
&

Y
S Cn=0n » Con= (24)
;(;,s,*?‘p\(‘ al,
TR tengliklarga ega bo‘lamiz.
3},\ R\ Demak, (22) va (24) tengliklarga asosan (1) tenglamaning (2) shartlarini
3

qanoatlantiruvchi yechimi quyidagicha topilar ekan:
u (x,t)=

v‘a
“

N
s F

o e,

@;- LS

Vo
)
(Q &)

-~
: ;‘_\;

m

0 t
_ Z{L [sinaz, (t-2)1,(2)dz +p, cosazt + L msin aﬁmt}ka(x).
m=0 aﬂ’m 0 a/l

02 (25)
o 4
S @5
S ”?{ 3 (23) tengliklarni berilgan ¢, (X) , w,(X) funksiyalar ¢, (X), v, (X)e Lz[O' L]
116
’w’.’£' ekanidan
k’/ kﬁ@ L L
g;;% On =2 [ PO Xn (VDX =D [, () X, (X)X (26)
&) k o k o

ko‘rinishda yozishimiz mumkin. (26) tengliklarning o‘ng tarafini mos ravishda
ikki va uch marta bo‘laklab integrallab, (6)-(8) shartlarni hamda teorema shartlarini
e’tiborga olsak,

i,
D ”2
N

\ﬁ"
? . ;\é\
DA A h@ !EO .I C\;

3n+2 L 3n+2 L

?gﬂ) 1 " * 1 "
e On =5 2 | AOOXG ()X, v === > [Wi(0X,(dx.  (27)
;3/4. ﬂ"m k=1 ﬂ’m k=1l o

B A0

7’% . " 4{’%‘

-~ sq

e
X

B tengliklarga ega bo‘lamiz, bu yerda X, (X)=c,sin A _x—d, CosA_X.
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Xuddi, ¢, (X) , v, (X) funksiyalarga oxshash, (17) tenglikda berilgan fk(X,t)
funksiyani ham L, [0, L] sinfga tegishliligidan, teoreme shartlaridan

L 1 3n+2 L d2
f (t):Zk: j i O X ()X = —— j 7 T DX, ()l (28)
0 m k=1 o

tenglikka ega bo‘lamiz.

Ma'lumki, (25) ko‘rinishda topilgan funksiya qo‘yilgan masala yechimi bo‘lishi
uchun, bu funksiya (1) tenglamani ham qanoatlantirishi kerak. Demak qaralayotgan
sohada u,(Xx,t), U, (Xt),u.,(xt) funksiyalarning aniqlanganligini isbotlash talab

etiladi.
Lemma 1. X, (X)=c,sinA Xx+d,cosA X xos funksiya uchun quyidagi

tengsizlik o‘rinli.

X ()| = Cim cos/?,mx+dkmsin/1mx|s\/%. (29)

Demak, (25) yechimni quyidagi ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

2| M, ¢ . M M., .
u, (x,t)= Llsinad (t—z)dz+—2cosal t+—2sinal t |x
k( ) mZO|:ain3;_([ m( ) /1;: m a/l; mi|

X«/Cfm +dg, sin(4,X+ Ag,)

d
Bu yerda M,,M,, M;-0zgarmas sonlar va COSA = ull

/ 2 2’
Ckm + dkm ’
Ckm 5

SiN A, = ——"—.
\/Ckm +dkm

Lemma 2. Agar quyidagi

M [
max|—L/cZ, +d2, -Ism al (t—2)dz|=M,, <+,
a
0
max|M,./c2 +d2 -cosal tl=M,, <+o,
My 27 o _
max|—=4/cy,, +d,, -sina t|=M,, <+,
a

shartlar o‘rinli bo‘lsa, (25) qator hamda uning X va t o‘zgaruvchilar bo‘yicha
ikki marta hosila olish orqali hosil gilingan u,, (Xt), u.(Xt) gatorlar ham

qaralayotgan sohada tekis yaqinlashuvchi bo‘ladi. Buyerda M,,, M,,, M,,- o’zgarmas

sonlar.
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Lemma 2 ning isbotini bilamiz [8]. Bundan yechimga mos keladigan barcha &

cheksiz gatorlar va ular hosilalarining yaqinlashuvchiligini isbotladik. Bu esa qo’yilgan
masala yechimi mavjudligini bildiradi.
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X '«L@ Lemma 3. Qaralayotgan masalaning u, (X,t) yechimi uchun quyidagi tengsizlik §¢
i@g " o'rinli. :
%ﬁ& ; 2 : 2 2 2

’c? ;E _([ u_ (X,r)”r dr < hl.!).(t — z')” f (X,z')”F dz+h, ||1//(X)||F +h, |, (X)”F
kc"&«é; Buyerda h,i=1,2,3lar o‘zgarmas sonlar.
Z@‘Q o ISBOT. (1) tenglamani U, (X,t) ga skalyar ko‘paytiramiz, I grafda skalyar ¢

2

;’{(.?’d gé ko‘paytma ta’rifiga ko‘ra

(ukt(x’t)’utt(x’t))r —(Ukt(X,t),aquX(X,t))F =(Ukt(X,t), f (X,t))F,
;‘Iukt(X’t)uktt(X't)dx_aZZk:_IUkt(X,t)UkXX(X,t)dX=

3 T = > Ju () f (xt)dx. (30)
#:‘_ £‘ k o
8

. @ (30) tenglik masala shartlariga ko’ra quyidagi ko’rinishga ega bo‘ladi: ?ﬁ'l o
By 4 2 s

e | L8 et + & L, () < (O + 2] (x)- (31) 5
IR 2dt" 2 dt ro A g r g%f&z
3 ,,w Endi olingan natijani 0 dan t oraliqgda 7 bo‘yicha integrallasak, ;« X
{%E' 2 2 & 2 2 'g: ":*
3 8 o GO+, (O < [ o)+ £ (o) Joe+ &
Ch R & 0 Pe s

* T

S o) e (xO)f G
) bx@ ko‘rinishdagi tengsizlikka ega bo‘lamiz. (2) shartni e’tiborga olsak, @t’r )

||ut (xt)||2F +a’|lu, (xt)||i <

P
5%
N ) )
’.‘é"’ !é(v i oz
€7 ‘5

’ L)

23

.ﬁ&a

33 '- t o
SR [ TNy AR [ S ZC0 RS T R 23 i, 2
S D 0 S
) ”’i‘(@g Bizga ma’'lumki, (32) tengsizlik quyidagi tengsizliklarga teng kuchli: gq )

o

o~
2 o@' s (. .-.-1?@ <

a2

t
UX(X,t)“i = I
0

¢ ;
o (o b 0 e sl (O e,
0 9 e

o (- 63

&

t
Ju (el <]
0

t
u, (x ) dz+ [ F (x o), de+afp () +e;
0

o s-oigigp, ..
€S .\i;m
N

N

ol
3 st
DN Eolf\;

u (X,z‘)”2 dz deb, Gronwall-Bellman tengsizligidan
T r

t
(33) tengsizlikda y(t) = J'
0

, W 8
53,3.# )@{ foydalanib[7], y(0) =0 ekanidan b "%{}E
r B a t %’;\«} ¥
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o (M) (34)

=h[(t=o)|f (x7)] de+ by ()] +hy)

tengsizlikni hosil qilamiz. h;, h, va h, musbat o‘zgarmaslardir. Lemma 3 isbot
bo‘ldi.

Standart usullardan foydalanib (1)-(5) masalaning yechimini yagona ekanligini
. isbotlash mumkin. Agar, (34) tengsizlikda f,(x,7)=0, y,(X)=0 va ¢, (x)=0 deb

olsak, u holda biz ega bo‘lamizki, u, (X,t) =0.

Demak, (1)-(5) masalaning yechimi mavjud va yagonaligi kelib chiqdi. Teorema
1 to‘liq isbotlandi.
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