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Annotatsiya: Ushbu ishda o‘lchovil funksiyalar va ketma-ketliklarning Lebeg fazolari -
LP (T,Z, ,u) fazolardagi va ketma-ketliklarning °  fazolardagi funksionallarning umumiy
ko‘rinishi ariqlanadi.
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KIRISH
p
Lebeg fazolart - bu normalangan fazo bo‘lib, u ushbu quz{ﬂx(t)‘pd,u} <o,
T

1< p<oo shartni qanoatlantiruvchi X € S(T,Z, ,u) o‘lchovli funksiyalardan iborat [1].
O’Ichovli funksiyalar L° (1 <p< OO) fazolar fanga birinchi marta F.Riss tomonidan (1910 y.),

L' fazo esa Shteyngaus tomonmidan kiritilgan [1]. “Lebeg fazos1” atamasi esa fanga keyinchalik
N.Danfort va Shvarts ishlart orqali kirib keldi (1958 y.).

Ma’lumki, barcha o‘lchovli funksiyalar fazosi - S(T,Z, ,u), T =N, X - natural sonlar
to‘plamining barcha qism to‘plamlari sistemasi va ixtiyorty nuqtaning 4 o‘lchovi birga teng,
bo‘lgan holda barcha ketma-ketliklar sinfi - S ga aylanadi [3]. Ushbu qaralayotgan holda
L” (T,Z, ,u) fazo 17 kabi belgilanadi. |® fazolar fanga birinchi marta F.Riss tomonidan, |2

fazo esa avvalroq D.Gilbert tomonidan kiritilgan [2]. Ishning magsadi - o‘lchovli funksiyalar
Lebeg fazosi - L fazolarining umumiy nazariyasini o‘rganishga bag‘ishlangan. Bunda maqsad
funksional analizning odatiy masalalar: funksionallarning umumiy ko ‘rinishi, chizigh
funksional xossalari va boshqalar Lebeg fazolarida o‘rganishdan iborat.

Adabiyotlar tahlili va metodologiyasi

Hozirgl vaqtda Lebeg fazolar1i matematikaning turli bo‘limlarida qo‘llanilmoqda [2].
Lebeg fazolann haqidagi batafsil va sistematik tartibli ma’lumot keltirllgan adabiyotlar
L.V.Kantorovich va G.P.Akilovlarning  “Funksionalno‘y analiz” [1], J.I.LAbdullaev va
boshqgalarning “Funktsional analiz va integral tenglamalar” [2] va A.N.Kolmogorov va
S.V.Fominlarning «Elemento‘ teornn funksiy 1 funksionalnogo analiza» kabilar hisoblanadi.
Shuni ta’kidlab, o‘tish kerakki, A.N.Kolmogorov va S.V.Fominlarning «Elemento® teorn
funksiy 1 funksionalnogo analiza» nomli adabiyot da L' va L fazolarning barcha funksional

xossalar1 o‘rganilgan.

45



World of Science February,Volume-9, Issue-2

NATIJALAR

1. I? fazodagi funksionalning umumiy ko‘rinishi. Avval xususiy hol bo‘lgan ketma-
ketliklar fazosiga qisqacha to‘xtalib o‘tamiz. Ushbu tasdigni isbot gilamiz.

Tasdiq. 1< p<oo va 1p+1/q=1 bo‘lsin. |I° fazodagi f chizigli uzluksiz

funksionalning umumiy ko ‘rinishi
f(X):ngnk » X= {fk }:):1 el”,
k=1

formula bilan amiqlanadi, bu erda y = {ﬂk }w - 19 dagi ixtiyoriy element. Shuningdek,

k=1
[E1=1¥1,e-

Isboti. Endi /¢ o fazoni qaraymiz. Ma’lumki, bu fazo
Z‘ X; ‘ P <o
i-1

shartn1  ganoatlantiruvchi  barcha X = {Xn} ketma-ketliklardan 1borat va unda X

elementning normasi
1

Ixl, =(S/xP )

tenglik bilan aniglanadi.

Agar biz ¢>1 sonni 1/p+1/q=1 munosabatdan aniglasak, u holda ¢°) fazo £
fazoga izomorf bo‘ladi. Buni isbotlash uchun ¢ fazoning ixtiyoriy f ={f } elementi

yordamida ¢ o fazoda

F(x)= 3 f, %, (1)
n=1

chizigli funksionalni aniglaymiz. Dastlab, (1) tenglikning o‘ng tomonidagl qatorning

absolyut yaqinlashuvchi ekanligini ko ‘rsatamiz. Ma’lumki, ixtiyorlty N natural son uchun

Son ({30 (B,

o‘rinli. Birinchi tengsizlikni yozishda biz Gyolder tengsizligidan [4] foydalandik. Bu
erdan (1) tenglikning o‘ng tomonidagi qatorning absolyut yaqinlashuvchiligi hamda f
funksional uchun quyidagi munosabatlar kelib chigadi:

FO=XIfxl <l | F=l el

~

Demak, (1) tenglik bilan aniglangan f funksional chiziqli va uzluksiz. Agar X, €/ 0
elementning hadlarimi

X :Ti"fi‘q_z, 1e{l,2,...,00}
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(agar fi =0 bo‘lsa, X, =0 deb olinadi) ko‘rinishda tanlasak, 1.3.1-misolning b)
bandidagidek quyidagilarga ega bo‘lamiz:

Xi-fiZ‘fi‘qZO, Xi-fiZ‘Xi‘pZO, iE{l,z,...,OO}.
Biz X; €/ va f={f}er o ckanligini hisobga olsak,

o |-

i=1 i=1 i=1

Sx - f, =ixi -, =(ixi : fij:.(ixi . fij _

1 1
(S0 () =1,

i=1

Demak,
[ £, =0t
Ko‘rsatish mumkinki, ¢ o lazodagi ixtiyorty f chizigh uzluksiz funksional (1)

ko‘rmishda tasvirlanadi.

Shunday qilib ¢ *p va £, P +q " =1 fazolarning izomorfligi isbotlandi. Xususan,

p=2 da /,=/, kelib chigadi. Shuning uchun /, fazo o‘z-o‘ziga qo‘shma fazo deyiladi.
Xuddi shunday ko‘rsatish mumkinki, ixtiyorty Gilbert fazosining qo‘shmasi ham o‘ziga
1zomorf bo‘ladi.

Endi C, fazoni garaymiz. (CO)*: I' ekanlini isbotlaymiz. Bu tenglikni izomorfizm
aniqhgida tushunish kerak.

Tasdiq. €, fazodagi f chizigli uzluksiz funksionalning umumiy ko ‘rinishi
f (X): Zikm , X= {é:k };0:1 €Cp, (3)
k=1

formula bilan aniglanadi, bu erda y = {Uk }le -1t dagi ixtiyorty element. Shuningdek,

[£1=1¥]-
Isboti. Ma’lumki, C, fazoda (A) shart bajariladi, u holda (8) formula funksionalning

~

umumiy ko‘rinishini beradi. f € (C0 )* va X = {gk }k=1 , bu erda

= _signn,, k<n
< 0,k>n "’

bo‘lsin. Ravshanki, X € C, Va HXH <1, u holda

n

F(%)=2lmd <[ 7]

k=1
N — oo da limitga o‘tsak,

2.l =[f
k=1

b
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yani y el va \yHIl < H f H bo‘ladi.

Agar Yy el' bo‘lsa, u holda

2 Srn| < maxi&- >l <yl -[x]-
k=1 k=1

Bundan ko‘rinadiki, f -chizigli funksional va H f H < HyHIl . Demak,

fl=lyl-

Endi ¢ fazoni qaraymiz. (C)* =I" ekanlini 1sbotlaymiz. Bu tenglikni 1zomorfizm
aniqhgida tushunish kerak.

C fazo BIF emas. U holda C fazodagi uzluksiz funksionallarning umumiy ko ‘rinishini
topish uchun boshqa yo‘l tutish kerak bo‘ladi.

¢ fazosida quyidagl vektorlarni aniglaymiz:

e=0%1....1..)

e, _[o,o,...,o,1,o,...J, keN.
\—ﬁ/——J

k-1

Natijada har bir x = (&, ) ¢ elementni
X =808 + !}'[QOZ(fn - fo)en
n=1
ko‘rinishda yozish mumkin, bunda &, = Il(im &

Aytaylik, f € c* bo‘lsin. U holda
f (X): f (5060)4- fo(x - foeo)= MoSo + an(gk - 50)
k=1

bunda 77, = f(e,) va 7, = f(e,), neN.

Endi f(X) soninti boshga ko‘rimishda ham yozish mumkin ekanligini ko ‘rsatamiz.
Buning uchun ¢, sonlarni ¢, = signz, ko‘rinishda aniglaymiz. Har bir me N sonini tayinlab,
x™ = (gn)e ¢ nuqtani quyidagicha saylab olamiz:

~ |signn,, n<m
S = :
0O,n>m

U holda Hx<m>u <1. Natijada

MCREYZAESWAR T

m e N ning ixtiyoriyligidan, m — oo da limitga o‘tsak,

2l <[] <o,
n=1

kelib chiqadi, ya'ni (7,)el,. Demak, har bir x=(& )ec elementi uchun D m.&, qator
n=1

absolyut yaqinlashuvchi va

f (X) = 50770 + i gnnn : (4)
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Demak, agar f € c* bo‘lsa, u holda ixtiyoriy x = (&, )e ¢ uchun (4)
o‘rinli, bunda &, = I[im &, 1, =const va (,)el,. Yuqoridadek,

me N sonini tayinlab x, = (fn ) € ¢ nuqtani saylab olamiz:
g ,n<m . : : :
& = (&, sonlart yuqorida aniglandi).

£, N>m

U holda | x] <1, & =1lim & =¢, va

(%) =70 |+ D 170 |+ 80 D17, -

n=1 n=m-+1
Bundan
1= up] ) =] )

va m— oo da
Iﬂo|+§lf7nlﬁll f]-

Har bir y= {nk}e I* element (4) formula yordamida € fazodagi biror uzluksiz chizigli

f — funksionalni aniglaydi va shu bilan birga

AR
k=1
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, c*=1,. Bu tenglikni izomorfizm aniqligida tushunish
kerak.
Endi 7, fazoning qo‘shmasini topamiz. /, fazoning qo‘shmasi £ =M - chegaralangan
ketma-ketliklar fazosiga izomorf bo‘lishini ko‘rsatamiz, ya’ni ¢; =m tasdigni isbotini
keltiramiz. Bu tenglikni 1izomorfizm anigligida tushunish kerak.

fz(fp &y ,) bo‘lsa, u holda

f(x):ixié ) X=(Xi)ell (%)

i=1
formula |, fazoda chizigqli funksionalni aniglaydi.

f ning uzluksizhig

[l <supl & ] [=1 €10 x
ya'ni

[ 1<l ©
tensizligidan kelib chiqadi.

|1’

Endi |, fazoda har bir uzluksiz chizigli funksional (5) ko‘rinishda
ekanligini 1sbotlaymiz.

|, fazosida quyidagi vektorlarni qaraylik:
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e, —[0,0,...,O,l,O,...J, neN.

[ —
n-1

U holda x =(x,)el, elementni

n
ko‘rinishda yozish mumkin va x" = Z X;€; uchun
i=1

x(”)—xH: i|xi|—>0.
j 1

j=n+

f el,* bo‘lsin. U holda

f(x)= f(gxieijz f(lim Zn:xieijzlim f[gxieijzixif(ei):ixifi ,

RG] o i-1 i=1
bunda & = f(g), ieN.

Gl=[fe) <] ]

dan (&)em. Demak,

[ €] =supl&c|<] f

(6) va (7) dan || f||=]/&| kelib chiqadi, yani I, *=m.

. @

Endi m* fazoning |, fazoga izomorf emasligini ko‘rsatamiz.

Ravshanki, ¢ yaqginlashuvchi ketma-ketliklar fazost m ning qism fazosidir. ¢ qism
fazoda

f(x) = lim x,., x=(x,)ec (8

ifoda chegaralangan chizigli funksionalni aniglaydi.

Xy = (1,1,...,L...)e ¢ nuqtada f(XO)zl dan ||f|| =1 kelib chigadi. Xan-Banax
teoremasidan bu funksionalni normasini saqlagan holda m fazosiga davom ettirish mumkin.

Faraz qilaylik, bu funksional I, fazo elementi orqali aniglansin, ya'ni shunday

&=(&,)el, topilib,
f(x):ixnfn , x=(x,)Jem. (9

e = (O, ...,0,1,0,... ), ne N elementlarni qaraylik. (9) dan f(en): 0, ne N kelib chigadi.

Ikkinchi tomondan, (9) ga ko‘ra

fle,)=¢&,,neN.

Bundan & =0, neN. (9) dan esa

f(X)zO, VX em.

Demak, f =0. Bu esa || f || =1 ekanligiga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyatdan, m* fazoning |,
fazoga 1izomorf emasligini kelib chigadi.

2.L" fazodagi funksionallarning analitik ko rinishi
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X - (T,Z,y) dagi IF va g o‘lchov o -chekli bo‘lsin. Agar X da aniqlangan f
chizigh funksional uchun, X, X € X, deyarli hamma erda X (t) — 0 va deyarli hamma erda

I, (t)] <|x(t) bo‘lishidan, f(x,)—> 0 kelib chigsa, f chizigli funksional tartibli uzluksiz deb

ataladi. X dagi barcha (O)-uzluksiz funksionallar to‘plami vektor fazo bo‘ladi, va uni X
orgali belgilaymiz.

X" orqali quyidagi shartni qanoatlantiruvchi barcha X'e S(T,Z, ,u) elementlar
to‘plamini belgilaymiz:

supp X'=supp X (mod ) va ixtiyoriy X € X da _[ xxldp < o0.

Ko‘rsatish giyin emaski, X' - IF bo‘ladi. X' IFga X ga dual bo‘lgan IF deb ataladi.
Ushbu formula yordamida har bir X'e€ X' ga X dagi f,. chizigli funksionalni qurish
mumkin:

f,00= [X(OK@au, (xeX).

T
Yuqoridagi nazariyani LP (T,Z, ,U)’ (u o‘lchov o -chekl) fazolarga tatbiq qilamiz. (
1< p <o bo‘lganda i o‘lchov o -chekli bo‘lishi, umuman olganda, shart emas).
Tasdiq. 1< p<oo va Y/ p+1/q=1 bolsin. L°(T,X, i) fazodagi f chizigli uzluksiz

funksionalning umumiy ko ‘rinishi

()= [xOyHa, x<l, ()

T

formula bilan aniglanadi, bu erda y - L* (T ) 2 y) dagi ixtiyorly element. Shuningdek,
[t=.- ()
Isboti. LP (T,Z, y) fazoda (A) shart bajariladi. Unda, (1) formula chizigh uzluksiz

funksionalning umumiy ko ‘rinishini beradi. (2) tenglikni 1sbotlaymiz.
Ma’lumki,

Yq
ﬂy(t){qd,u} 1< p<oo

[1=1yl. = {

vraisup|y(t), p=1

teT

1) Dastlab 1< p <0 bo‘lgan holni qaraymiz. Gyolderning integral tengsizligidan

p
(0] = ] x()y(Dau

Yo
<| e | | x| =i
T T T
tengsizlikni hosil qilamiz. Demalk,

Fl<Ivl.s-

Teskari tengsizlikni 1sbotlash uchun, ushbu funksiyani qaraymiz:

X(t) =|y(t)" signy(t).
Unda ‘i(t)‘p = ‘y(t)‘p(q_l) = \y(t){q . Demak, X € L? va

51



World of Science February,Volume-9, Issue-2

o |
- |a

= frerou] <[ o] B

Bundan quyidagini hosil qilamiz:

11 | |- = -
L iy due =[5 =yl

Rk
el 1]y
2) Endi p =1 bo‘lsin. Quyidagi belgilash bajaramiz:
¥, = vraisupiy(t) = Q.
Ravshanki, fHSQ tengsizlik o‘rinli. Ikkinchi tomondan, ixtiyority & >0 songa ko‘ra,
A bilan quyidagi to‘plamni belgilaymiz:

A={teT:y(t)>Q-¢&}.

Ta’kidlash lozimki, ,u(A) > 0. Quyidagi funksiyani aniglaymiz:

7(t)= {sign y(t)teA,

0 ,tgA
X| = [[%(t)de = u(A). Unda
T

Ravshanki, X € L! va

> I efo—elu(A)=0 .

fl=lyl. -

LOO(T,Z, ,u) fazodagi f chizigli uzluksiz funksionalning umumiy ko‘rinishi haqidagi

¢ ning ixtiyoriyligidan | f| > Q kelib chigadi. Demak,

ushbu teoremant isbotsiz keltiramiz.

Tasdiq. L~ (T,Z, y) fazodagi f chizigli uzluksiz funksionalning umumiy ko °‘rinishi

f(x)=[xt)de, (4)

T
formula bilan aniglanadi, bu erda ¢ - ba(z, y) dagi ixtiyorly element. Shuningdek,

[f]=]e
Shuni ta’kidlab o‘tish kerakki, yelL?— f G(Lp )* , (1) formula bilan aniglangan,

peba—f E(LOo )*, (4) formula bilan aniqlangan, akslantirishlar mos ravishda, L7 ning
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(Lp )* ga va ba ning (LOO )*ga izometriyasi bo‘ladi. Demak, boshqacha qilib aytganda, LY fazo
LP (1S p < oo) fazoga qo‘shma va (Lp )* = L kabi yoziladi.

Misol. Berilgan [a, b] kesmada pP(p=1) - darajasi bilan Lebeg ma’nosida
mtegrallanuvchi  funksiyalar sinfin Lp[a, b] bilan belgillaymiz. Ma’lumki, Lp[a, b] to‘la
normalangan fazo, ya’ni Banax fazosidir.

Endi p>1 uchun 1/ p+1/q =1 munosabatni qanoatlantiruvchi ¢ sonni olamiz.

Har bir f e L*p [a,b] funksional uchun yagona ye Lq [a, b] element mavjud bo‘lib,
Ixtiyorly X € Lp[a, b] larda

f(x)= [x(O)y(t)t

a

tenglik bajariladi va aksincha, y e Lq[a,b] uchun (5) formula L*p [a, b] ga tegishli biror
funksionalni aniglaydi. Bundan tashqari (5) formula L*p [a, b] va Lq [a,b] fazolar o‘rtasida
1zometrik moslik o‘rnatadi. Shuning uchun L*p [a,b] va Lq [a,b] fazolar o‘zaro 1zomorfdrr,

ya’'ni L*p [a;b]: Lq [a; b]. Xususan, p=2 da Lz [a, b]: L, [a, b]. Shuning uchun L, [a, b]
0‘z-0‘ziga qo‘shma fazo deyiladi.

LP (a, b) (l< p <oo) fazodagi chizigh funksionalning umumiy Kko‘rinishi F.Riss
tomonidan, Ll(a, b) fazodagt chizigh funksionalning umumiy ko‘rinishi  Shteyngaus
tomonidan ko‘rsatilgan.

MUHOKAMA

Umumiy nazariyaning tatbiglari uchun muayyan fazodagi chizigh funksionallarning
umumiy ko‘rinishini bilish muhim ahamiyatga ega. Qaralayotgan sinfdagi (xususan, berilgan
fazodagl barcha uzluksiz funksionallar sinfini qaraganda) chizigli funksionallarning umumiy
ko‘rinishi deganda, tarkibida turh xil tipdagi parametrlar (son, funksiya va h.)ni o‘z ichiga
olgan, parametrlarning muayyan qiymatida ushbu sinfdagi funksionalni beruvchi anahtik
ifodani tushuniladi. Shuningdek, ushbu funksional orqali gqaralayotgan barcha funksionallarni
hosil gqilamiz. Ushbu 1shda o‘lchovli funksiyalar Lebeg fazolaridagi chizigh funksionallarning
umumiy ko ‘rinishi ko‘rsatildi.

XULOSA

Mazkur ishda Lebeg fazosi L” va I” dagi funksionallarning umumiy analitik ko‘rinishi
topildi. Lebeg fazosi L va 1° fazosiga qo‘shma bo‘lgan fazolar topildi: ketma-ketliklarning
¢, p>1 fazosiga qo‘shma bo‘lgan £ fazo (, 1/p+1/q=1 fazoga izomorfligi, ¢,
fazoning qo‘shmasi ¢ =M - chegaralangan ketma-ketliklar fazosiga izomorfligi, £, fazosi
0‘7-0°‘ziga qo‘shmaligi, ¢ fazoga qo‘shma bo‘lgan (C)* uchun (C)*= I* ekanligl, o‘lchovhi
funksiyalarning L° (1S p < oo) fazosi L', 1/ p+1/q =1 fazoga qo‘shma, ya'ni (Lp)*z L

ekanligi ko‘rsatildi.
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